38 3. Stare i nowe problemy
Tales i Pitagoras w przestrzeni kosmicznej
Uogdlnienia: jak to zrobic?
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g - Prostopadty kat przestrzenny aRcSb, ktérego ramionaai b

Zgodnie z twierdzeniem Talesa, kazda
srednice AB okregu widaé¢ z dowolnego
punktu na okregu S pod katem prostym
(rysunek u gory po lewej). Inne sformuto-
wanie tego twierdzenia brzmi: Je$li ramio-
na kata prostego przechodza przez dwa
stale punkty A i B, to wierzchotek S opisuje
okrag k nad $rednicg AB (okrag Talesa).
Rysunek ilustruje dowdd twierdzenia.

Rozwazmy prostokat ASBS*. Wszystkie
punkty sa w réwnej odlegtosci od $rodka
prostokata, a zatem leza na okregu. Twier-
dzenie to mozna najpierw uogdlni¢ na
sfere (wedtug Glintera Weissa). Potozenie
wierzchotkéw sferycznych katéw prostych,
ktérych tuki ramion przechodza przez
dwa punkty sfery A1 B (przy zatozeniu, ze
B nie jest punktem przeciwlegtym do A),
jest sferycznym przekrojem stozkowym

przesuwajg sie wzdtuz statych punktéw A i B.

z osig AB (patrz prawy gorny rysunek). G. Weiss i F. Gruber ba-
dali réwniez potozenie wierzchotka S ortogonalnego tréjnogu,
ktorego osie zawsze przecinaja okrag. Whrew intuicji, nie jest to
wkula Talesa”, lecz elipsoida obrotowa, ktéra wylania si¢ z kuli
przez kompresje z okreslonym wspétczynnikiem 1/42. Co ciekawe,
tréjnég mozna obracaé o 360° w dowolnej pozycji S, bez utraty
kontaktu z ,,okregiem prowadzacym”. Przy tym opisuje on orto-
gonalny stozek I' (patrz rysunek ponizej, po prawej).

Ortogonalny tréjnog przesuwa sie po okregu. Wierzchotek porusza sie po elipso-
idzie. Tr6jndg moze obracac sie wzdtuz stozka w kazdej pozycji

G. Weiss, F. Gruber Den Satz von Thales: Verallgemeinern - aber wie? IKoG, Vol. 12. No. 12., 2008
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Twierdzenie Pitagorasa ma réwniez swoje odpowied-
niki w przestrzeni. Jesli przetniemy prostopadtoscian
w jednym z wierzcholkéw S, otrzymamy tréjkatny
ostrostup, ktéry ma ortogonalny tréjnég w S. Roz-
wazmy teraz pola powierzchni a, b, ¢ tréjkatéw SBC,
SCA, SAB, ktore taczg sie w S, oraz pole powierzchni d
podstawy ABC. Nastepnie, za pomoca obliczen wek-
torowych, mozna zgrabnie udowodnié, ze

a?+ 0+ 2=

Jesli S jest poczatkiem kartezjanskiego uktadu wspot-
rzednych z punktami A(x/0/0), B(0/v/0)1C(0/0/w)
(patrz rysunek powyzej po prawej), to trojkaty SBC,
SCA i SAB maja powierzchnie:

vw wu

uv
a—77 b—7 undc-7

Pole d tréjkata ABC jest réwne iloczynowi wektoro-
wemu ...

Tak wiec: d? = i [ (w24 (wu)+(u0)? ]| = P+
[ odwrotnie, jesli przyjmiemy, ze dany jest dowolny
tréjkat ABC, dla ktérego nalezy znalez¢ punkt S tak,
aby w S znajdowat si¢ ortogonalny tréjkat (S lezy za-
tem na elipsoidzie obrotowej pokazanej po lewej stro-
nie). Rozwigzanie wymaga uogélnienia twierdzenia
Talesa, czyli kuli Talesa.

Kula Talesa jest tworzona przez obrét okregu Talesa
woko!l przekatnej AB i obejmuje wszystkie punkty
w przestrzeni, z ktérych przekatna AB jest widoczna
pod katem prostym. W tym przypadku trzy kule Ta-
lesa nalezy przeciaé nad AB, BC oraz AC, co prowadzi
do dwéch symetrycznych rozwigzan.

Zadanie to jest zwykle wykonywane w specjalnym
widoku ortogonalnym do plaszczyzny ABC. W tym
widoku, okregi przeciecia trzech kul Talesa formuja
wysokosci trojkata ABC. Odleglosé normalng punktu S
uzyskuje si¢ za pomoca ,,plaszczyzny Pitagorasa”.

G. Glaeser Der mathematische Werkzeugkasten 3. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg 2008 (S. 153)
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Hipoteza Collatza

Czy algorytm rekurencyjny koriczy dziatanie?
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W 1937 roku Lothar Collatz (1910-1990) wysu- e 1, kiedy a, jest parzyste

. 2 .z - . _ 2Ny n
nat hipoteze, ktéra do dzi$ nie zostata udowodnio- Intl = 4 4 1. Kiedy a. iest nieparzyste
na. Pytanie brzmi, czy nastepujacy algorytm reku- an T4 Y ) parzy

rencyjny konczy si¢ tym samym ciggiem liczb dla Przetestujemy rézne liczby a, jako wartosci poczat-

kazdej liczby poczatkowej ay? e kowe (np. 768, 22, 136, ...). Rekurencja Collatza
° najwyrazniej zawsze prowadzi do ciagu liczb: 16,

Algorytm Collatza wykorzystuje rekurencje w na- 8,4,2,1.

stepujacy sposéb:

Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/ Collatz-Problem Collatz-Problem

J. Lagarias The 3x+ 1 problem and its generalizations American Mathematical Monthly Vol. 92,3 - 23,1985
J. Lagarias www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias The 3x+1 problem and its generalizations

A. Wassermann http://did.mat.uni-bayreuth.de/personen/wassermann/fun/3np1_e.html

Experiments with the 3n+1 sequence — Universitit Bayreuth
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lle krokow jest potrzebnych, jesli hipoteza jest prawdziwa?

Liczba krokéw do 1
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Najpierw przetestujemy na komputerze dla pierw-
szych n liczb naturalnych, czy rzeczywiscie mozna
uzyskac ciag liczb 16, 8, 4, 2, 1 w skonczonej liczbie
krokéw przy uzyciu algorytmu rekurencyjnego.

Wynik mozna zwizualizowaé na wykresie, jak poka-
zano na powyzszych ilustracjach (po lewej zrobiono
to dla pierwszych 1000 liczb, po prawej dla pierw-
szych 10 000 liczb). Na wykresach zaznaczono liczbe
krokéw (0§ y) dla kazdej liczby (0§ x). Widzimy inte-
resujace wzory — liczba wymaganych krokéw wydaje
sie podlega¢ pewnym prawidtowosciom, ktére nie sa
jeszcze w pelni zrozumiate

6000 8000

4000

Mozna réwniez zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem 7
liczba wymaganych krokéw rosnie bardzo powoli
(wykres dla pierwszego miliona liczb nie rézni si¢
znacznie od weze$niejszych).

Niestety, jak dotad nie udato si¢ wyprowadz¢ doktad-
nego dowodu matematycznego dla hipotezy Collatza
na podstawie obserwacji wizualnej.
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Domino na szachownicy

Niektore dowody sg réwnie proste, co pomystowe

Niektére z najpickniejszych wynikéw matematyki to
stwierdzenia dotyczace relacji, ktére na pierwszy rzut oka
sa trudne do rozpoznania, ale mimo to dotyczg stosun-
kowo prostych kwestii. Przykladem moze by¢ problem T
zwigzany z kamieniami domina na kwadratowej siatce *
8 x 8. Na planszy sktadajacej si¢ z 64 pdl potrzeba 32
kamieni domina, aby pokry¢ caty kwadrat. Pytanie, ktére
pojawia si¢ w matematyce brzmi: Czy mozna pokry¢ te
plansze uzywajac 31 kamieni domina, pozostawiajac dwa
przeciwlegte kwadraty po przekatnej wolne?

TR
o P fams = 5'4:-@ =%

BN b I

Oczywista rzecza byloby przetestowanie mniejszych sia-
tek. Ale co z tego, ze uda si¢ pokaza¢, ze tam to nie dziala?
Rozwigzanie problemu na wigkszej siatce jest réwnie po-
mystowe, co proste. Wyobrazmy sobie szachownicg, na
ktérej czarne 1 biate pola wystepuja naprzemiennie. Kazdy
kamien domina zawsze pokrywa jedno czarne i jedno biate
pole. Dwa przeciwlegle kwadraty po przekatnej zawsze
maja ten sam kolor, to dowodzi, Ze rozwigzanie nie jest
mozliwe.

——

Pomystowy ,,ruch” w dowodzie to zastgpienie wyrazenia
,kwadratowa siatka 8 X 8” stowem ,szachownica”. To
jedno spostrzezenie ilustruje, jak podstawowe idee moga
prowadzi¢ do eleganckich i prostych dowodéw: Nie trzeba
dodawad, ze prawdziwy matematyk natychmiast zaczyna
wymyslaé¢ warianty tréjwymiarowe...

N. Treitz www.mathe-online.at/materialien/matroid/files/schach/schachbrett. html#2
Uberdeckungen mit Dominosteinen — Mathe Online
S. Lloyd, M. Gardner Mathematische Ritsel und Spiele Dumont Buchverlag, 2002
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Kanapka z szynka

Jak dzieli¢ sie sprawiedliwie?

Matematycy czasami zajmuja si¢ do§¢ dziwnymi ,,pro-
blemami”. Na przyklad, czy mozna przecigé kanapke
z szynka jednym cigciem tak, aby objetosé obu kromek
chleba i ,,wktadki” zmniejszyta si¢ o potowe? Ta kwe-
stia jest znana jest jako twierdzenie Stone’a-Tukeya,
nazwane na cze$¢ Arthura H. Stone’a (1916-2000)
i Johna W. Tukey’a (1915-2000), i jest czasami fa-
twiej zapamigtywane jako ,twierdzenie o kanapce
z szynka i serem” (ang. ham and cheese theorem).

Sprawiedliwy podziat dwéch kromek chleba z szynka

N

W przestrzeni dwuwymiarowej do podziatu uzywa sie linii,
a w przestrzeni trojwymiarowej — ptaszczyzn.

Twierdzenie to odnosi si¢ do przestrzeni n-wymia-
rowej 1 stwierdza, ze mozna rozcigé n obiektéw na
dwa podobiekty o réwnej objetosci za pomoca jednej
(n—1)-wymiarowej hiperptaszczyzny. W przestrzeni
tréjwymiarowej oznacza to, ze mozna przecigC trzy
bryty jedna plaszczyzna, tak aby objetosé¢ bryt po obu
stronach ptaszczyzny byla réwna.

Latwo to sobie wyobrazi¢, jesli odetniemy trzy sze-
$ciany znajdujace si¢ w okreslonym polozeniu przez
plaszczyzne wyznaczong przez ich trzy $rodki. Jednak
twierdzenie to dziata réwniez w przypadku znacznie
bardziej ztozonych struktur, takich jak ,zestaw wy-
poczynkowy” na rysunku po lewej stronie.

Steinhaus, Hugo, et al. A note on the ham sandwich theorem Mathesis Polska 1938 (Latin for ,Polish Mathematics®) 9, 26-28
W. A. Beyer, A. Zardecki The early history of the ham sandwich theorem American Mathem. Monthly 111 (1) Jan. 2004, 58-61
Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorem Ham Sandwich Theorem
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Twierdzenie Picka

Powierzchnia wielokatéw siatki

Georg A. Pick (1859-1942) udowodnit przydatng
metode obliczania powierzchni wielokatéw, ktérych
wierzchotki maja wspétrzedne catkowite (tzw: wie-
lokaty kratowe). Twierdzenie Picka méwi, ze po-
wierzchni¢ A takiego wielokata mozna wyznaczyd,
znajac liczbe I punktéw kratowych wewnatrz wielo-
kata oraz liczbe R punktéw na jego bokach:

A=I+R/2-1

Wielokat nie musi by¢ wypukty, ale nie moze mie¢ na-
ktadajacych si¢ czesci. Na przyktad, pole tréjkata pro-
stokatnego przedstawionego po prawej stronie wynosi
4,5 i mozna je réwniez obliczy¢ w nastepujacy sposob:

I=1,R=9=>A=1+9/2-1=45

I=21,R=16= A =28

Twierdzenie jest addytywne: Jesli zsumujesz pola
dwoéch wielokatéw, ktére maja jeden wspdlny bok,
punkty kratowe na tym boku stang si¢ punktami we-
wnetrznymi. Wielokrotne dodawanie pdl prowadzi
do prostokatéw réwnolegltych prowadzi do prosto-
katéw réwnoleglych do osi, dla ktérych twierdzenie
Picka jest natychmiast oczywiste.

Z twierdzenia Picka wynika na przyklad, ze tréjkat
ktérego wierzcholki leza na siatce kratowej ma zawsze
pole réwne 1/2, pod warunkiem, ze tréjkat nie za-
wiera zadnych innych punktéw kratowych (ani na
krawedziach, ani we wnetrzu).

Twierdzenie Picka mozna réwniez wykorzysta¢ do
udowodnienia twierdzenia Eulera o wielo$cianach.

G. Pick Geometrisches zur Zahlenlehre Sitzungsberichte des Vereins , Lotos” (Prag) 19 (1899), 311-319

A. Bogomolny www.cut-the-knot.org/ctk/Pick_proof.shtml Pick's Theorem — Cut the Knot

J. Wallner, W. Rath www.geometrie.tuwien.ac.at/rath/lva/gmu/gmu05_05.pdf Geometrie fiir den Mathematikunterricht — TU Wien
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Eulerscher_Polyedersatz Eulerscher Polyedersatz

Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Pick Satz von Pick
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Hipoteza Goldbacha

+Kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest suma dwéch liczb pierwszych”

A Liczba par ) Liczba par A
57 12 200 -
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Hipoteza wysunicta przez Christiana Goldbacha
(1690-1764) zostala zweryfikowana dla wszystkich
liczb do 10" (stan na rok 2007). Niemniej jednak,
matematycy okreslaja ewidentnie poprawne twierdze-
nie jako ,,hipoteze”, dopdki nie pojawi si¢ rozstrzyga-
jacy dowdd. Taki dowdd nie zostal jeszcze znaleziony,
mimo ze ogloszono nagrode pieniezng w wysokosci
miliona dolaréw za jego rozwiazanie.

Liczby 101 22 mozna wyrazi¢ na dwa lub trzy sposoby
jako sume dwoéch liczb pierwszych:

10=3+7=5+522=3+19=5+17=11+11

Im wicksza liczba n, tym wigcej jest par liczb pierw-
szych, ktérych suma wynosi n. Aby zobrazowac te za-
lezno$¢, warto przyjrzec si¢ temu graficznie. Dla liczb
do n = 50 mozna uzyska¢ maksymalnie pigé takich
par liczb pierwszych:

48=5+43=7+41=11+37=17+31=19+29

Na powyzszych ilustracjach przedstawiono liczbe par
liczb pierwszych dla kazdej liczby naturalnej n. Jesli teraz
zwigkszymy n, wykres bedzie miat ksztatt klina (rysu-
nek po prawej stronie). W przypadku liczb parzystych
w okolicach n = 5000 zawsze istnieje wiecej niz 40 par
liczb pierwszych. Wyglada na to, ze przy jeszcze wigk-
szych wartosciach n przypadek, gdy nie ma zadnej
pary (O par), jest mato prawdopodobny. Jednak nie
zostato to jeszcze udowodnione.

Mniej restrykeyjne stwierdzenie sformutowat Leon-
hard Euler, ktory sugerowat, ze kazda liczba nieparzy-
sta wigksza niz 5 moze by¢ zapisana jako suma trzech
liczb pierwszych. To twierdzenie zostato ostatecznie
udowodnione w 1937 roku przez Iwana Matwiejewicza
Winogradowa (1891-1983) dla wszystkich wystar-
czajaco duzych liczb.

A. Doxiadis Onkel Petros und die Goldbach’sche Vermutung Litbbe (2000)

B. Berchtold www.mathematik.ch/mathematiker/Goldbachsche_Vermutung.php Die Eine-Million-Dollar-Frage — Mathematik.ch
T. Oliveira e Silva www.ieeta.pt/~tos/goldbach.html Goldbach conjecture verification — Universidade de Aveiro

plus magazine http://plus.maths.org/issue2/xfile/index.html Mathematical mysteries: the Goldbach conjecture (1997)
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/ Goldbachsche_Vermutung Goldbachsche Vermutung
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)=

Funkcja zeta Riemanna taczy w sobie teorig
funkcji 1 teorie liczb. Ma biegun w punkcie s

= 1itrywialne zera w:

§=—2,—4,—6---

Bernhard Riemann (1826-1866) wysunat
hipoteze, ktéra do dzis pozostaje nieudo-
wodniona, ale jest wysoce prawdopodobna,
ze wszystkie nietrywialne zera funkcji zeta

Riemanna maja postac:
! +it
s=—41
2

Istnieje bardzo atrakcyjny wizualnie rysunek
(zob. nastgpna strona). Funkcja zeta Rie-
manna jest wizualizowana w ,,odpowiednim
obszarze” plaszczyzny liczbowej Gaussa

c(%ﬂ'-t

jako czarna krzywa, ktéra wielokrotnie
przechodzi przez poczatek ukladu wspdt-
rzednych, podczas gdy czes$¢ urojona ¢ jest
wizualizowana jako struktura spiralna nad
nig. Cze$¢ rzeczywista mozna réwniez
uwzgledni¢ poprzez kodowanie kolorami:
krzywa, ktorej czg$¢ rzeczywista wynosi 0,

jest czarna.

(t € R)

Funkcja zeta Riemanna

w pofaczeniu z liczbami pierwszymi

- 11

p pierwsza

t Rézne reprezentacje funkcji zeta

Riemanna pokazuja bliski zwigzek
z rozktadem liczb pierwszych. Re-
prezentacja skrajnie po lewej stro-
nie wazna tylko Re(s) > 1. Dzieki
catkom mozna poda¢ zamkniety
wyraz dla wszystkich wartosci

Inny sposéb wizualizacji za pomo-
cg kodowania kolorami, podobny
do ,kolorowania obszaréw” (patrz
strona 290). Kat fazowy i wartos$¢
bezwzgledna sg przedstawiane za
pomoca koloru i jasnosci.

S. Jonathan, E. W. Weisstein http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html
Riemann Zeta Function — Wolfram MathWorld
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Bild: Complex_zeta.jpg
Universitéit Paderborn www mathematik-sehen.uni-paderborn.de/millionen-dollar-probleme. html
Die Millionen-Dollar-Probleme der Mathematik
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Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Vermutung Riemannsche Vermutung



