Szkice rozwigzan zadan z arkuszy maturalnych zamieszczonych w 47. numerze
,Swiata Matematyki”, ktéry mozna naby¢ w sklepie na www.swiatmatematyki.pl

Zestaw podstawowy
Zadania zamkniete
1. Wypiszmy poczatkowe potegi liczby 2
21=2; 22=4; 23=8; 2*=16; 25=32

Od tej pory , koricowe cyfry beda sie powtarzaty. 99:4 = 24 reszty 3. Poniewaz 23 = 8,
ostatnig cyfrg 2°9 jest cyfra 8. Odpowiedz D

2. Sprawdzamy kolejno

A.2%2 -1 =4—1 = 3 -liczba pierwsza

B.2%—1=132—1=31-liczba pierwsza

C.27 —1=128—1 = 127 - liczba pierwsza

Pozostaje tylko odpowiedz D

3. Poniewaza b = NWD(a,b) - NWW (a,b) = 212 = 24, to odpowiedz A.

4.10%°18 = 1000...000
2018 zer

1000..000= 999..999 0000+ 10000
2018 zer 2014 dziewiatek

102018 _ 2018 = 999..999 0000 + 10000 — 2018 = 999...999 0000 + 7982
2014 dziewiatek 2014 dziewiatek

= 999..999 7982
2014 dziewiatek

Przystepujemy do policzenia sumy cyfr 9-2015+7+ 8+ 2 = 18135+ 17 = 18152.
Odpowiedz C.

1 100
18'116 _ IB'T

= = 2 Odpowiedz B.
100 100

5.115% liczby 18 =



6. Niech towar kosztuje a zt. Po pierwszej podwyzce bedzie kosztowac¢ a + 0,1a = 1,1a zt.
Po drugiej podwyzce 1,1a + 0,1-1,1a = 1,1a + 0,11a = 1,21a

Po trzeciej podwyzce 1,21a + 0,1-1,21a = 1,21a + 0,121a = 1,331a

Ostatecznie towar podrozat o 1,331a — a = 0,331a

0,331a

+100% = 33,1%
Odpowiedz C.

7.f@) =3 to f@) =3

Fr@)=£(3) =

N = =

Odpowiedz B.

8. Zastosujmy podstawienie: y=il. Wéweczas f(f(x))=f(y)=ﬁ 1=

x—

x-1
x x x x )
x—1 — _x=1  _ _x—1 __ x-1 __ . — f o1
X x—1 — x—(x—-1)  X—x+¥1 — ~1_ — ; = X OdeWIEdZ C
x-1 x-1 x—1 x—1 x—1

9. Sprawdzamy kolejno:

A fx) =x+2 to1+2=31ile

B.f(x)=-3x+2 to —3-1+2=-34+2=-11i —3:24+2=—-6+2=—-41le
C.fx)=—4x+3 to —4-1+3=-4+3=-11i —4-24+3=-8+3=-51ile

D. f(x)=—-2x+1to —2-1+1=-2+1=-11i —-2:24+1=—-4+1=-3
Odpowiedz D.

10. f)=x*-x-2,to f(-1)=(-1)2-(-1)-2=1+1-2=0; f(-2)=
(=2)2-(-2)—-2=4+2-2=4, f(2)=2%—-2-2 =0 0dpowied: C.

11. Najwiekszg wartoécig funkcji g(x) = —x? jest 0, a funkcja f(x) = g(x) +1, czyli
najwieksza wartos¢ funkcji f(x) wynosi 1. Odpowiedz A.

12.Wkx)=x3—-ax+2, to W2)=23-2a+2=8-2a+2=10-2a
W(2)=10, to 10—2a =10, to 2a=0, to a=0

Odpowiedz D.



13. x*+1=2x% to x*—-2x>4+1=0, to (x*—-1)2=0, to x*—-1=
0, to (x—1)(x+ 1) = 0 To réownanie ma 2 rozwigzania. Odpowiedz B.

14. Wielomian W(x) = apx™ + a;x™ 1 + a,x™ 2 + -+ a,,_,x%? + a,_1x + a, jest réwny
sumie swoich wspétczynnikéw dla x=1. W(1) =Q2x—-1)10=(2-1-1)100 =
(2 —1)190 = 1100 = 1 QOdpowiedz B.

15. Najwieksza wartoséé¢ funkcji g(x) = —(2 — x)1°° wynosi 0. Poniewaz f(x) = g(x) + 2,
to najwyzsza wartos¢ funkcji f (x) wynosi 2. Odpowiedz C.

. 4 . 16 . .
16. sinx + cosx =; to (s1nx+cosx)2=;; to sin’x+2sinxcosx +
2 16 .2 2 , . 7 .
cos”x = —; ale sin“x+ cos“x =1; wiec Zsmxcosx:;; to sinxcosx =
7 -
T Odpowiedz B.

17.sin a + cos @ ma najwieksza wartoéé¢, gdy sina = cosa. A to zachodzi, gdy a = 45'.
VZ V2

Poniewaz sina = cosa = g; wiec sina + cosa = > + 5 = V2. Odpowiedz B.
18. Prosta y = x + 2 z osig ox tworzy kat 45°, bo tan45 = 1. Prosta y = X~ 1 z osig ox

tworzy kat 60°, bo tan 60° = \E. W takim razie, te proste miedzy sobg tworza kat 60° —

3
45° = 15°. Odpowiedz A.

19. 4*=8 to 4°=23 to (2)*=23 to 22*=23; to 2x=3; to x= %
Odpowiedz B.

1\* 1 1 1
20. (Z) =vV2; to 47*=2z to (2)7* =2z to 272 =2z to —2x=
1 1 .
2 to x = — 7 Odpowiedz A.
21. logy=1; to y=10; ale y=1logx; to logx =10; to x =10,
Odpowiedz B.

22. Jezeli potkole ma pole 2m, to cate koto ma pole 4. W takim razie promien tego kota r=2.
Obwdd catego kota wynosi wtedy 4mn. P6t obwodu, to 2rn. Doda¢ jeszcze srednice réwng 4.
Ostatecznie obwadd poétkola wyniesie 2ni+4. Odpowiedz D.



23.
a — bok rombu
32 + 42 =q?

9+ 16 =a?

Odpowiedz C.
24,

Jak widac¢ z rysunku pole catego rombu
powstato z dwéch tréjkatow

réwnobocznych. Kazdy o polu V3

P=a24\/§=\/§; to a:z=1; a’ =

4; a = 2 OdpowiedzB.

25. Wybieramy najbardziej ogélng odpowiedz, czyli odpowiedz A.

Zadania otwarte
26.
|x2 —2| =2
To

x2—-2=2 lub x*-2=-2



x2—4=0 lub x>=0
(x—2)(x+2)=0 lub x=0
x—2=0lub x+2=0 lub x=0
x=2 lub x=-2 lub x=0

27. Ogdlna postaé rdwnania prostej, to y = ax + b. Poniewaz prosta ma by¢ prostopadta do
prostej o réwnaniu y = —%x + 5, wiec a = 2. Aby prosta przechodzita przez punkt A =

(1; 3) musi by¢ spetniony warunek

3=2-1+b
3=2+b
b=1
Odpowiedzy = 2x + 1
28.
logix >3
2
Zatozenie
x>0

3
log1 x > log1 (—)
2 7 \2

Poniewaz podstawa logarytmu jest mniejsza od 1 wiec funkcja jest malejgca. Oznacza to, ze

<)

1
*<3

Odpowiedz x € (O; %)

29.
144* —13-12*+12 >0
(122)* —13-12*+12 >0

122* —13-12*+12 >0



Zastosujmy podstawienie

y = 12*
Mamy wowczas
y?—-13y+12>0
A=13%2-4-1-12=169 — 48 = 121
VA= 11
13-11 . 13+ 11
)’1=T=1 ly2=T=12
y<1l lub y>12
12 <1 lub 12* > 12
x<0 lub x>1
30.

S,=2n*>+2n
a,=S,—Sp,.1=02n*+2n)—-2(n-1)*+2(n-1)] =
=2n’+2n—-[2(n*-2n+1)+2n-2]=2n*+2n—-2n*-4n+2+2n-2] =
=2n’+2n—-[2n*-2n]=2n*+2n-2n*>+2n=4n
a, =4n
a, 1=4n—-1)=4n-4

r=a,—a, 1=4n—-—-(4n—-4)=4n-4n+4=4



31.

7 K

wypadla 6 nie wypadia 6
wypadia 6 nie wypadia 6 Wypadia 6 nie wypadia 6

? 1

5

6

wypadia 6
wypadia 6
nie wypadia 6 ) wypadia 6 wypadla 6
} nie wypadia 6 .. wypadia 6 nie wypadla 6

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze nie wypadta zadna 6 wynosi

P(A,)_s 55 125
6 6 6 216
PA=1-PA)=1 125 _ 91
B B 216 216
32.
PA=1-PA)=1 1_1
N N 2 2
PB)=1-P(B)=1 1_2
B B 3 3
P(A) + P(B) 1 2—3+4—7
~2 3_6 6 6
P(ANB) =P(A) + P(B) P(AUB)—7 2_7 4 _3_1
B "6 3 6 6 6 2



33.

34.

r

1-"-.-*----"-

-

a® =216
a==6

r’=2-62=2-36 =172

r=6V2
p’=1r*+a*=72+36=108
p=6\/§

Z rysunku widaé, ze przekatna szescianu jest
rowna srednicy kuli

P = 4mr?

4mtr? = 16w

rt=4
r=2
Poniewaz p = a3
4 =aV3
_ 43
=73
3
Vgt o (HB) _643V3_ 6443
“CE\3) TT 27 T
35.
r=6
V3 123
2 2
1 1
V=§1tr2h=§n-62-6\/§=721t\/§



Zestaw rozszerzony
Zadania zamkniete

1. a=aqy+k—-Dr=m; ap,=ay+(m—-1)r=k a,—a,=ay+ (k—1)r—

m-k

ay—(m—-1Dr=r(k—m)=m-—k; r=.—= -1, apym=a,+r(k+m-—k) =
m+rm=m—m = 0. Odpowiedz D.
2. lp = W'(M2/—3) = 1(;—7 = 35. OdeW|edZ, C.
3.
2 Aby w trapez mozna byto wpisa¢ okrag, to suma dtugosci jego ramion
musi byé réwna sumie dtugosci jego podstaw, czyli jedno ramie ma 5.
h |2r Widoczny po lewej stronie tréjkat jest prostokatny o
przeciwprostokatnej dtugosci 5 i krétszej przyprostokatnej dtugosci 4.

8 Przyprostokatna ta jest zarazem wysokoscig trapezu i dtugoscia

srednicy okregu, czyli promien tego koregu ma 2. Odpowiedz D.

4.

Jak widaé, srodki duzych okregdw sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego o boku 2r.
Srodek matego okregu dzieli wysoko$¢ tego tréjkata w stosunku 2:1. Wysoko$¢ h tréjkata



wynosi h = (21'2)\/5 = rv3, czyli odlegtos¢ miedzy srodkami duzego i matego okregu wynosi
gh = er. Promierh matego okregu 7;,, = 23 _ o Zr\/§—3r = 2€_3 r. Odpowiedz A.

5.
h; = asin30; h, = (4—

a)sin 30 °; P=%-6-asin30°+
%(4—a) sin 30° =

N |-

4sin30°=6-2-~=6. Odpowiedz
A.

6. Z warunkéw zadania wynika, Ze istniejg takie dwa wielomiany P(x) i Q(x), ze
Wx)=Px)-(x+1)+3; i Wkx)=Q(x)(x+2)+4
Zauwazmy, ze
(x+1D)-(x+2)=x?>4+2x+x+2=x%>+3x+2
W takim razie istnieje taki wielomian R(x), Ze spelniony jest warunek
W) =R(x) (x> +3x+2)+(ax+b)=R(x)-(x+1)-(x+2)+ (ax + b)
w-1)=RrR(-1)(-1+1)-(-1+2)+(—a)+b=—a+b=3

W(=3)=R(-2)(-2+1)(-24+2)+(—2a)+b=—-2a+b=4

Trzeba rozwigzac nastepujacy uktad rownan

{—a+b=3
—2a+b=4

Odpowiedz: Reszta bedzie miata posta¢: —x + 2
7.

xlogx — 5
Zaktadamy, ze x > 0
NanieSmy na obie strony rownania logarytm

log x'°8% = Jog x



logx -logx = logx
log? x = logx
log?x —logx =0
logx(logx —1) =0
logx =0 lub logx =1

x=10°=1 lub x =10' =10

4* +9* < 2-6%

Podzielmy obustronnie przez 6* i otrzymamy
&+

6 6
5+

3 2

X

IA
()

X

IA
()

Zastosujmy podstawienie

Nasza nieréwno$¢ bedzie miata postac

P
y+r—=
y

Pomné6zmy przezy

y2+1<2y
y2—=2y+1<0

(y—-1)2<0



x*—mx+2=0

A=m?-8>0
(m—+v8)(m++8) >0
m<—V8 lub m>+8

VE= m7 =%

_m-—-Vym?—-8 _m+Vm? -8
X, = 5 [ x, = 5
le=xZ
m++vVm?2 —8

— 2_g8=
m m )

2m—24ym?2—-8=m++/m2—8

Podnie$Smy obie strony do kwadratu
m? =9(m? - 8)
m? = 9m? — 72
8m?—72=0

m?2—9=0

10.

. . . . X . . . X
Po lewej stronie wystepuje szereg geometryczny o pierwszym wyrazie ~io ilorazie >

Aby ten szereg byt zbiezny musi by¢ spetniony warunek:
1< a <1
2

Co jest r6wnowazne

—2<x<?2



Wykorzystamy wzor na sume szeregu geometrycznego

Poniewaz mianownik jest dodatni mozemy obie strony pomnozy¢ przez mianownik

§S(2x—1)(1—§)
x<(2x—-1)2—-x)
x<4x—2x*—-2+x
x < —2x%+5x—2
2x2—4x+2<0
x2—2x+1<0
(x—1)?2<0

Lewa strona moze byc¢ jedynie rowna zero, czyli

x—1=0
x=1
11. Niech
log,xb =t
Wodéweczas
(@®)t=0»b
Lub inaczej
akt =b
Czyli
log, b = kt
Podzielmy obie strony przez k
1
Eloga b=t

Czyli



1
Eloga b =log, kb

Co nalezato dowies¢.
12. 7 pierwszego warunku zadania mamy réwnanie
6-a=b—-6
b=12—-a
Drugi warunek prowadzi do rdwnania

6 b+4

a—1 6

(a—1)(B+4) =36
Nalezy rozwigzac uktad rownan

b=12—-a
{(a—l)(b+4)=36

b=12—-a
&a—nﬂz—a+®=36

b=12—-a
{(a—l)(16—a) = 36

Rozwigzmy drugie rownanie uktadu
(a—1)(16—-a) =36
16a —a? —16+a =36
—a’+17a— 16 = 36
—a?+17a—-52=0
a’?—17a+52=0
A= 17? —4-52 =289 — 208 = 81
VA=9

17 -9 17+9
a, = =4; a,= > =13

a

Odpowiedz: {b ~ g;



13. Popatrzmy na rysunek:

N

y=2x+2

Prosta prostopadta do obu prostych ma
réwnanie

y= 2x-4

2

y=7-35%

ZnajdZzmy punkty przeciecia tej prostej
z zadanymi prostymi

y=2x—4
1
odlegios¢ miedzy prostymi y = _Ex
——x=2x—14
ZX X
x=—4x+8
5x =8
8
¥

A—(8- 4)
~\5" 5
y =2x+2
{ Y
y=75%
—=x=2x+2
x=—-4x —4
5x = —4
_ 4
¥=75



e (- (GO - B e e

14. Popatrz na rysunek

Wszystkie $ciany czworo$cianu sg tréjkatami rownobocznymi, wiec h wynosi

3
o av3
2

Korzystamy z twierdzenia kosinuséw
2h? — 2h% cosa = a?

2h?(1 — cos a) = a?

2
2 <aT\/§> (1 —cosa) = a?

aZ
Z-T(l—cosa) =a?

. B 2a?
cosa =z—

1- ==
cosa 3

cosa = -

15. Popatrz na rysunek

Konce tych trzech odcinkéw tworza trojkat
réwnoboczny. Obliczmy bok tego trojkata

212 = aq?




a=NW2
Wysoko$¢ tego trojkata wynosi

a3 W23 e
h_z_ 22

Promien podstawy stozka jest rowny g tej wysokosci, czyli

_Zh_Z a\/§_a\/§_l\/7'\/§_l\/€
TT3'T3 Ty T3 T T 3 T3

Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy wysoko$¢ stozka

12 — 72 = H2

2 l\/gz 2
l —<T> =H

12_6_l2=H2

Objeto$¢ stozka wynosi

1 1
V=c=nr’H=zn

3 3 3 3 9 9 27

z\/€>2 W3 26 W3 283

. = . = s
16. A - wylosowano co najmniej jedng kule biata.
B - wylosowano co najmniej jedng kule czerwong

P(AnB)=1-P((AnB))=1-P(A'UB)=1-(P(A)+P(B)-P(A'nB")) =

20 20 10 30 20 10
_ : , S (5) (5) (5)_(5)_2'(5)+(5)
=1-PA)-PB)+PANB)=1- — + = (30)
5

(350) (350) (350)




30! 20! 10!

_ 5251 25151 T 5151 _
30!
51251
26-27-28-29-30_2_16-17-18-19-20+6-7-8-9-10
_~ 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5 _
= 26-27-28-29-30 -
1-2-3-4-5
_7-26°27°29-6-16-17-19+2-7-2-9 _
N 7262729 N
2-3%.7-13-29-2%-3-17-19+22-32-7
B 2-33.7-13-29 -
2-3(3%:7-13-29-2%-17-19+2-3-7) (3%:7-13-29-2*-17-19+2-3-7)
N 2-33-7-13-29 - 32.7-13-29
23751 -5168+42 18625 0784
- 23751 23751

17. Oznaczmy D = A U B. Mamy
P(AUBUC)=P(DUC)=PD)+PC)—P(DNC) =
=P(AUB)+P(C)—P((AUB)NC) =
=P(A)+P(B)-P(ANB)+P(C)-P((ANC)U(BNC)) =
= P(A) + P(B) = P(ANB) + P(C) — (P(ANC) + PBN C) = P((ANC) N (BN C))) =
=P(A)+P(B)—P(ANB)+P(C)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC) =
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+PANBNC)

18. Funkja jest rosnaca, gdy pochodna tej funkcji jest niemniejsza od zera
f)=x3+mx?+x+1
f'(x) =3x%+2mx +1
3x2+2mx+1=0
A=4m?—-12<0
m?—-3<0
(m—+V3)(m++3)<0
—V3<m<+3



19. Objetos¢ walca to oczywiscie
V =nr?h
Catkowite pole walca
P = 2mr? + 2nrh = 2nir(r + h)

Z ostatniego wzoru wyznaczmy h

P =2nr(r+h)
+h= P
r © 2mr
_ P _P—an2
C27r - 2mr

Wyznaczone h podstawmy do wzoru na objetos¢

P — 2mr? Pr — 2mr3

V =nr’h=nr?-
nr nr T )

Potraktujmy teraz objetos$¢ jako funkcje zmiennej r

Pr —2mr3

V(r) = >

Funkcja posiada ekstremum dla tego argumentu, dla ktérego pochodna réwna jest 0

Vi) = P — 6mr?
e
Przyréwnajmy pochodng do zera
P —6nr?
—=
P—6nr?=0

(VP — r6m)(VB + r/6m) = 0
VP —rvér =0 lub VP +rVér =0

lub r = —
‘ T } 61

Drugi przypadek odpada bo r musi by¢ dodatnie

Ekstremalne V wynosi



/ / / / / p | B
PT — 2mr3 6r “"6m 67‘[ 67r E I
3 2
_ P P
3 é6m

Pozostaje jeszcze odpowiedZ na pytanie, czy jest to rzeczywiscie objeto$¢ maksymalna.

Aby tak byto, to w lewym sgsiedztwie argumentu r = \/g funkcja musi by¢ rosnaca, a w
prawym sgsiedztwie punktu r = \/g malejgca, albo inaczej: na lewo odr = \/g

pochodna V'(r) musi by¢ wieksze od zera, a na prawo od r = ’é pochodna V'(r) musi by¢

mniejsze od zera. Aby sie przekona¢, ze tak jest popatrz na narysowany wykres funkcji
V'(r)

20. Wykazemy najpierw, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych u; v; w zachodzi
nierd6wnos¢

W+ vi+wi>w+vw+wu



Istotnie
1
Ww? +v? +w?) — (uwv + vw + wu) =§((u—v)2+(v—w)2+(w—u)2) >0

Dokonajmy w poczatkowej nieré6wnosci nastepujacych podstawien
u=a?% v=>b% w=c?
Wtedy
a* + b* + c* = a?b? + b%c? + c?a? = (ab)? + (bc)? + (ca)?
Dokonamy teraz w poczatkowej niero6wnosci podstawienia
u=ab;, v=>bc; w=ca
Wtedy
(ab)? + (bc)? + (ca)? = abbc + bcca + caab = ab?c + bc?a + ca?b = abc(b + ¢ + a)
Z dwbch ostatnich nier6wnos$ci wynika, ze
a*+b* +c* > abc(b+c+ a)
Skoro liczby s3a dodatnie, to

a* + b* + c*

> abc
a+b+c



