Szkice rozwigzan, Jacek Kredenc

Nieznane wzory
Sprobuj wyznaczy¢ nastepujgce zaleznosci

a) wyraz funkcje cos 3a za pomoca funkcji trygonometrycznych kata a (najlepiej tylko przy
pomocy funkcji cos a)

b) zapisz funkcje sin 6a przy pomocy funkcji trygonometrycznych kata a (najlepiej tylko przy
pomocy funkcji sin a

c) wyznacz funkcje cot4a korzystajgc wytacznie z funkcji trygonometrycznych kata a (tylko
przy pomocy funkcji cot a

Rozwigzanie:
a) Policzmy (cosa + i sina)?
Z jednej strony
(cosa + isina)® = cos3a + i sin3a
Z drugiej strony
(cosa +isina)® = (cosa + isina)(cosa + isina)(cosa + isina) =
= (cos?a +isinacosa + isinacosa —sin®?a)(cosa + isina) =
= (cos? a — sin? a + 2isina cosa)(cosa + i sina) =
=cos®a +isinacos?a —sin?acosa —isin®a + 2isinacos?a — 2sin?acosa =
= cos®a —3sin?acosa + 3isinacos?a —isinda =
= cos a(cos? @ — 3 sin? a) + i sin a(3 cos? a — sin? a)
Wiec
cos 3a = cos a(cos? a — 3sin? @) = cos a(cos? a — 3(1 — cos? a)) =
= cosa(cos?a —3 + 3 cos?a) = cosa(4cos?a —3) =4cos®a —3cosa
b) Aby skorzystaé z obliczen wykonanych poprzednio wyznaczmy jeszcze sin 3a
sin3a = sin a(3 cos? @ — sin? a) = sina(3(1 — sin® @) — sin a) =
=sina(3 — 3sin? @ — sin? @) = sina(3 — 4sin? @) = 3sina — 4sin «a

Obliczmy teraz (cos 3a + i sin 3a)?



Z jednej strony
(cos 3a + i sin3a)? = cos 6a + i sin 6«
Z drugiej strony
(cos 3a + isin3a)? = (cos 3a + i sin3a)(cos3a + isin3a) =
= (cos?3 a — sin?3 a + 2i sin3 a cos 3a)
sin6a = 2sin3a cos3a = 2(3sina — 4sin® a)(4 cos® @ — 3 cosa) =
= 2(12sinacos® a — 9sina cosa — 16 sin® a cos® a + 12 sin® a cosa) =
= 2sinacosa(12cos?a —9 — 16sin® a cos? a + 12sin® a) =
= 2sina cosa(3 — 16 sin® a cos? @) = 2sina/1 — cos? a (3 — 16 sin? a(1 — sin? a)) =
= 2sinay1 —sin2a (3 — 16 sin? a + 16 sin* )
c¢) Czesciowo wykorzystamy obliczenia z podpunktu a).
Nalezy wyliczyé (cos a + i sin a)*
Z jednej strony
(cosa + isina)* = cos4a + i sin 4a
Z drugiej strony
(cosa + isina)* = (cosa + isina)?(cosa + isina)? =
= (cos? a — sin? a + 2i sina cos a)(cos? @ — sin® & + 2i sina cosa) =
= cos* @ — cos? asin? a + 2isina cos® a — sin? @ cos? a + sin*a — 2isin®a cosa +
+2isina cos® a — 2isin3 a cosa — 4 sin? a cos? a =
= cos* @ — 6 sin? @ cos? @ + 4i sin a cos® a + sin* @ — 4i sin® a cosa
Mamy wiec
cos 4a = cos* @ — 6sin? a cos? a + sin* a
sin4a = 4sina cos® a — 4sin® a cos

cos4a cos*a — 6sin® acos? a + sin* a

cotda =

sin 4« 4sinacos3a —4sindacosa

(cos? a — sin? @)? — 4sin? a cos? a

4 sin a cos a(cos? @ — sin? a)
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4sina cos a(cos? a —sin?a) 4 sina cos a(cos? a — sin? a)
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