szkic rozwigzania: Jacek Kredenc

Rozwigzania zadan maturalnych

(Zadania maturalne zamieszczone w czasopismie Swiat Matematyki nr 73)

(x—3)2x+y)<0
Poniewaz (x — 3)? jest zawsze wieksze lub réwne 0, wiec
x+y<0
A to zachodzi gdy
x<—y lubx=3

Uwaga. W druku pojawit sie btad. Dla treéci (x — 3)%(x + 1) < 0 rozwigzaniem jest x < —1
lubx =3

2.
Zgodnie z trescig zadania mamy
fey=3¥m i g(x) =327
f(4) =3*m i g(4)=3°

Zgodnie z warunkiem zadania mamy

fA) =94
34+m — 35
Rdwnanie zachodzi, gdy
4+m=5
Wiec
m=1
3.

f(x+1)
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przesuwa wykres G Odbija ujemng czesc T
w dét wykresu
4.
Funkcja
x+5 0
——— X F
2 )
— _Jx*+10
f@) = f@) = 0
Z' x=0

Jest w punkcie x = 0 nie ciagta, gdyz dla argumentu x = 0 funkcja f(x) zmierza do%

5.
W(x) = ((x?—-4)(x —m)

Dwoma pierwiastkamitego wielomianusgx = —2 i  x = 2.Trzecim pierwiastkiem tego
wielomianu bedzie x = m. Mozliwe sg trzy przypadki

l. m < —2. Wéwczas m = —6 i otrzymujemy ciag {-6; -2; 2}
Il. —2 <m < 2. Wéwczas m = 0 i otrzymujemy ciag {-2; 0; 2}
Il. m > 2. Wéwczas m = 6 i otrzymujemy cigg {-2; 2; 6}

6.
Jezeli cigg a,, jest arytmetyczny, to zachodzg warunki

py1 =Ap+71 1 Quep=ay+2r
Trzy kolejne wyrazy ciggu b, to {2%n; 20n*T; 2ant+2r}

Sprawdzmy, czy iloraz kolejnych wyrazéw tego ciggu jest staty

bn+1 B Zan+r B Zan . Zr B

r
b, 20 2an = 2

bn+2 B 2an+21 B 20an . (Zr)z 3

T 2aptr T 2an.r 2

bn+1
Czyli otrzymany ciag jest geometryczny.

7.

Zauwazmy, ze podana suma jest nieskoriczonym szeregiem geometrycznym o ilorazie o0



Zatem

11 11
0 _Too _11_

l—q 4_1 99 99
100 100

O| -

A=(2; —-1); B=0+a; -2)
AB=[1+a-2; -1l =[-1+a; —1]
Uu=1[2+a;1]
l1—-a=2+a
—1=2a
a=-0,5

A=(0; -3); B=(0;3); C=(24); D=(2-4

Jak tatwo zauwazyé, oba tréjkaty majg jeden wspdlny bok, a dwa pozostate sg parami rownej
dtugosci, wiec oba tréjkaty sg przystajace.

10.
Z(t)=0,8M(t)+0,3D(t) + 0,1F(t) + 0,2B(t)
Gdzie
M(t) = 1,92 + 0,01t — 0,002t>
D(t) = 3,42 — 0,02t + 0,003t>
F(t) = 0,51 — 0,02t — 0,012t2
B(t) = 5,84 — 0,01t — 0,001¢2

Zatem



Z(t) =0,8-(1,92+ 0,01t — 0,002t*) + 0,3 - (3,42 — 0,02t + 0,003t%) + 0,1
- (0,51 — 0,02t — 0,012t%) + 0,2 - (5,84 — 0,01t — 0,001¢t?) =

= 1,536 + 0,008t — 0,0016t> + 1,026 — 0,006t + 0,0009t* + 0,051 — 0,002t
—0,0012¢t% + 1,168 — 0,002t — 0,0002¢t> =

= —0,0021t* — 0,002t + 3,781

Z(t) okazato sie funkcja kwadratowg skierowang ramionami w dét. Najwiekszg wartosé
otrzymuje dla

t = 0,002 _ 20:42 0,476
00,0042 eT Y

Poniewaz t > 0 i t catkowite, wiec indeks gietdowy bedzie najwiekszy w poczagtkowym dniu
i wyniesie 3, 781. Najmniejszg warto$¢ indeks gietdowy wyniesie w ostatnim dniu czyli 14 dnia
i wyniesie on

Z(14) = —-0,0021 - 142 — 0,002 - 14 + 3,781 = —0,4116 — 0,028 + 3,781 = 3,3414
11.
a, =3
a,=3+2(n—-1)

a, +a
S, = 12 T.n>1000

a +a 3+3+2(n—-1
12 Ton= 2( )-n=(3+n—1)-n=(2+n)-n
Nalezy rozwigzac nieréwnosc
(n+2):n=>1000
n? + 2n — 1000 > 0
Rozwigzmy réwnanie

n%? 4+ 2n—1000 =0
A= 4+ 4000 = 4004

VA= V4004 = 24/1001
_ —2—2y1001

-2+ 2v1001
n > =-1-v1001 <0 lub nzf

Parabola ma ramiona skierowane do gory, wiec

n<-1-+1001 lub n=>=+1001-1

Poniewaz n > 0, wiec pozostaje druga nierdwnosé

n=>v1001 -1

=+v1001 -1



Zatem

n = 32
Bo n jest naturalne.
12.
a)
|OA’| = |OA| + 2

|04| = 122 + 52 = V144 + 25 = V169 = 13
Podobnie mozna obliczy¢, ze
|OB| =13
Zatem
|0A’'| = |OB'| = 15

PunktyA i  A'lezg na pétprostej o réwnaniu

y =ax
Wyznaczmy a wiedzac, ze A = (12;5)
Mamy
5=12a
. 5
12
Niech
A= @5y
Wodwczas

(x)? 4+ (y")* = 152
y 5

X 12
(x)*+ (y")? = 225

N2 25 2
(x") +144 (x") 225



169

—(x")? =22
12z &) >
225-144
N2 _
() 169
, 15-12 180 Iub , 180
¥TT3 Tz W Y T3
Poniewaz punkty A i A’ leza na tej samej pdtprostej o poczatku O, wiec pozostaje tylko
r 180
T 13
, 5 180 75
Y T12713 T 13
, (180_ 75)
~\13 713
Punkty B i  B’'lezg na potprostej o réwnaniu
Yy =ax
Wyznaczmy a wiedzac, ze B = (—12; 5)
Mamy
5=-12a
5
T 712
Niech
B' = (x';y")
Wodwczas

()2 + ()2 = 152

y' 5
x 12
(x")?+ (y')* = 225
I 5 /
y="1"

2

5
(x)? + (_E : x’) =225

N2 25 2
(x") +144 (x") 225

169
. N2 =22
14z &) >



oy = 225 - 144
X T T 169

,_1s12 180 180
“T13 13 W XT3

X

Poniewaz punkty B i B’ leza na tej samej potprostej o poczatku O, wiec pozostaje tylko
, 180

13

, 5 ( 180)_75
Y= 1 13/) 13

B’—( 180_ 75)
B 13 7 13

To przeksztatcenie nie jest izometrig poniewaz nie zachowuje odlegtosci punktu i jego obrazu
od poczatku uktadu wspoétrzednych.

b)

13.

|AD|=|CD]|

Przyjmijmy, ze AC jest podstawg trojkagta ABC. Wowczas podstawg tréjkagta ABD jest AD, a
podstawg trdjkata BDC jest CD. Oba trdjkaty majg te samg wysokos¢, czyli majg te same pola.

14.



1
|AD|? = |0A|*> + |DO|* — 2 - |0A| - |0OD| - cos <§-n)

1
|A1)|2=42+32—2-4-3-E

|AD|? =25 -12 =13

|AD| = V13
15.
Niech
f(x) < f(xg)
Wowczas

2x1+3<2x,+3
2x1 < 2x,
X, < Xy
Co nalezato wykazac
16.

Funkcja f(x) = x? — 6x + 1 ktérej wykres jest parabolg o ramionach skierowanych ku gérze.
Najnizszym punktem tej paraboli jest jej wierzchotek W = (3; —8). Przedziat (0; 2)Lezy na
lewo od wierzchotka, czyli najnizsza wartos¢ tej funkcji, to warto$é w prawym koncu przedziatu

czyli £(2)
f2)=22-6-2+1=4—-1241=—-7

17.
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25

20

15

10

Na wykresie wyraznie widaé, ze odstaje punkt D = (3,5; 20) i ten odczyt jest wtasnie btedny.

Szukana zaleznos¢, to



