Swiat Matematyki nr 68: ,Konkurs (po)ciagu nieskoficzonego”
(rozwigzanie)

ZADANIE

Wykaz, ze zbidr wszystkich ciggdw nieskoriczonych o wyrazach catkowitych dodatnich i
takich, ze w ciggach tych od pewnego wyrazu nastepujg same zera, ma moc réwng zbiorowi
liczb naturalnych.

ROZWIAZANIE

Oznaczam zbidr wszystkich ciggéw nieskonczonych z tresci zadania przez K.

Kazdy cigg nieskoriczony bedacy elementem zbioru K mozemy - po usunieciu koicowych zer
- zapisac jako liczbe catkowitg dodatnig (naturalng), ktdra nie konczy sie zerem, czyli jest
niepodzielna przez 10. Kazde dwa rézne elementy zbioru K wygenerujg w ten sposéb dwie
rézne liczy naturalne.

| na odwrét: kazda liczba naturalna niepodzielna przez 10, po uzupetnieniu po prawej stronie
nieskoriczong serig zer stanie sie elementem zbioru K.

Whiosek: zbidr K jest rGwnoliczny ze zbiorem L sktadajgcym sie ze wszystkich liczb
naturalnych niepodzielnych przez 10.

1) Wykaze, ze zbidr L jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N budujgc wzajemnie
jednoznaczng relacje pomiedzy elementami tych dwdch zbiordéw.
a) Kazdemu elementowi x ze zbioru L przyporzadkowujemy liczbe naturalng n = x — [x/10],
gdzie zapis [y] oznacza cze$¢ catkowita liczby y.
Przyktadowo: dla liczb x z przedziatu <1, 9> sktadnik [x/10] = 0 wiec w tym przedziale n = x.
Dla x z przedziatu <11, 19> mamy [x/10] = 1 i dla x = 11 otrzymujemy n = 10, a kolejno: x =11, ..., 18.
Dla x z przedziatu <21,29> mamy [x/10] = 2 co daje kolejno: n=19. 22, .., 27
Itd.
b) Kazdej liczbie naturalnej n przyporzagdkowujemy liczbe x = n +[(n-1)/9] ze zbioru L.
Przyktadowo: dla liczb n <=9 sktadnik [(n-1)/9] jest rowny O wiec w tym przedziale x = n.
Dla n z przedziatu <10, 18> mamy [(n-1)/9] = 1idla n = 10 otrzymujemy x = 11, a kolejno: x =12, ..., 19.
Dla n z przedziatu <19,27> mamy [(n-1)/9] = 2 co daje kolejno: x=21. 22, ..., 29
Itd.
W?zajemnie jednoznaczne relacja pomiedzy elementami zbioréw Li N oznacza, ze te
zbiory maja taka sama moc.

2) Réwnolicznos¢ zbioréw nieskonczonych Li N mozna tez wykazac inaczej, bez budowania
wzajemnie jednoznacznej relacji pomiedzy elementami tych zbioréw. W tym celu
wykorzystam dwa spostrzezenia:

a) Kazdy zbidr nieskoiczony ma liczbe kardynalng nie mniejszg niz liczba kardynalna zbioru
N liczb naturalnych (nie ma zbioréw nieskoriczonych o mocy mniejszej niz zbidér N).
b) Dla kazdego zbioru A jego dowolny podzbiér B ma moc nie wyzszg niz moc zbioru A.

Poniewaz zbiér L jest podzbiorem zbioru N (z pominieciem liczb podzielnych przez 10)

wiec korzystajgc ze spostrzezen a) i b) uzyskujemy bezposrednio, ze zbiér L ma moc zbioru
liczb naturalnych.

Kazimierz (Rzeszéw)



