szkic rozwigzania — Witold Bednarek

Problemy nierownosci
Zadanie 1.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych k,m >0 i dowolnych liczb dodatnich
ai,ay, ..., an zachodzi nieréwnos¢:

2 - :
(alk+’” +asktm+ o+ a,]f””) <(atf+ a3+ . +a)a?"+a3"+ .. +a").

Rozwigzanie

Zastosuj nieréwno$¢ Schwarza opisang w Nie tylko dla ortéw z 66. wydania Swiata
Matematyki.

Zadanie 2.
Niech a, b, ¢ beda liczbami dodatnimi. Wykaz, ze:

d b c
a+b+b+c+c+a > 1-

Rozwigzanie

Mnozymy obie strony podanej nieréwnosci przez (a + b)(b + ¢)(¢c + a) > 0,
dokonujemy redukcji, otrzymujgc nieréwnos$¢ rownowazna:

aZb + b2¢ + c2a + abc > 0,

ktora jest oczywiscie prawdziwa dla dodatnich a, b, c.

Zadanie 3.
Niech a, b, ¢ bedg liczbami dodatnimi. Wykaz, ze:
3 3 3
a b C
+ + < 2.
&S+ +abe  bP+ctabe A+ d+abe
Rozwigzanie
Skoro liczby a, b, ¢ s3 dodatnie, to
a3 b3 (/_3 a3 b3 C3

+ + < — + + — <2
C+b+abe  bBP+cc+abe  E+dPt+abe T AP+ E 0 b+l E+dP

na podstawie nieréwnosci (2) zawartej w artykule Pewne nieréwnosci cykliczne (Swiat
Matematyki nr 66), gdzie zamiast a, b, ¢ s3 odpowiednio a3,b3,c3.



Zadanie 4.
Niech a, b, c bedg liczbami dodatnimi. Wykaz, ze:

a’ b? ¢? atb+c
Ya+bh T 2b+e " detaz 3

Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze

2
(*) 2.xx+y_>% ‘—%y dlax,y > 0.

Istotnie, mamy kolejne nieréwnosci réwnowazne:

co jest prawda.

W nieréwnosci (®) przyjmujemy kolejno: x =aiy=b;x=biy=c,x=ciy = a.
Nastepnie dodajemy stronami otrzymane nieréwnosci.

Zadanie 5.
Niech a, b, ¢ bedg liczbami dodatnimi. Wykaz, ze:

b—c ,c—a , a—b
>
a+b+b+c+c+a > 0.

Rozwigzanie

Oznaczmy:a + b = w, b+ c = u, ¢ + a = v (gdzieu,v,w > 0). Stad:

:v—i-w—u b ut+w-—vy C:u+v—w
2 ’ 2 ’ 2 :

Podana nierdwnos¢ przyjmuje postac:

W=V ,U—w , V—U
>
w + u ol v =0,

czyli

v iw
wou

WV
w

1y
1%

Ostatnia nierdwnos¢ jest prawdziwa, gdyz wynika z nieréwnosci miedzy $rednia
arytmetyczng a geometryczna:



Uyv w
\% u

3w vow _
—>V7'W'7_3ﬁ_1’

Wystarczy pomnozy¢ obie strony powyzszej nieréwnosci przez 3.

wE =

Zadanie 6.

Wykaz, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢:

2 2 2 2 2 2
bZ‘ +°'Za-+aib > 2a+2bh+2c.

2 2
X Yy
Wskazdowka: uzasadnij, ze y + X Zxty dia x,y > 0.

Rozwiazanie
Mamy (x- )2 > 0, skad
xz—xy+y2 >xy |:(x+y),
czyli
X3+ y3 = x2y + xy?.
2 2

o XY
Stad po podzieleniu przez xy > 0 otrzymujemy y x ZXT).

Dalej przyjmujemy kolejno: x =a i y=b; x=b i y=c; x=ci y=a i dodajemy stronami
odpowiednie nierdwnosci

Zadanie 7.
Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniajg warunek a + b + ¢ = 1. Wykaz, ze:
d b c 3
a+1 T h+1 1 ST
Rozwigzanie
Mamy:
a _latD-1_,_ 1 b _,_ 1 . _c _,_ _1
a+1 a+1 at+l1l’ b+1 b+1’ c+1 c+1

Zatem podana nierdwnos¢ przyjmuje postaé

1 1 1 3
3—< + + ><Z

a+1 o1 T er ,

czyli
1 1 1 _9
S T S = i

Stosujac nieréwno$¢ (5) zawarta w Pewne nieréwnosci cykliczne z 66. wydania Swiata
Matematyki, czyli

1 1 1
(**) (X+y+Z)<E+?+?)>9d|ax’y’z> 0,

mamy

(T T+ )@+ D+G+ D+ e+ D)9,

Po skorzystaniu z warunku a + b + ¢ = 1 otrzymujemy:

’

1 1 1
<a+1+b+1+c+1>4>9

co daje nierownosé (*), ktdrg mieliSmy udowodnic.



Zadanie 8.
Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniajg warunek a + b + ¢ = 3. Wykaz, ze:

2 2 2
a”+1 b+ 1 c"+1
>
a+l+b+1 +c+1 >3.
Rozwiazanie
Mamy:
2 2 o)
a+1 _(@—1)+2 -1 2 2
a+1 - a+1 ~a+1 taxrTa 1t 1
Analogicznie:
pr+1 _, 2 e 2
XS B A R By el Sy o
Zatem:
aA+1  bP+1 2+ _ 2 2 2 L 2 2 2 _
ar1 thr1 terl Slatbro) 3+ iy Tt AT =3 3t ATt e R T T oA
_ 2 2 2 . 9 .9 _
Tl T hHT T e I i Dr A DD 234373

gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci (**) zawartej w rozwigzaniu poprzedniego zadania.

Zadanie 9.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych k,m > 1,n > 2 oraz liczb dodatnich a,b,c
zachodzi nieréwnosé:

ka"+mb" | kb"+mc" | kc"+ ma"
a+b b+c ct+a

2%(k_'_m)(an*l+b11*1+(:11*]).

Rozwigzanie

Na podstawie Zadania 3. z artykutu Nieréwnosci w 66. numerze Swiata Matematyki mozemy zapisa¢,

ze:
ka" kb" kc" 1 1 1 1
* 2 —_ n n N/ i
() a+b+b+c+c+a 2/{((1 O ")
W podanym Zadaniu 3. zamieniamy: az b; bzc i c z a, otrzymujac nierownos¢:
bn Cu an bn—l +C/z—l +an—1
=
bta ctb atc” 2 :
Powyzszg nierdwnos¢ mnozymy przez m:
mb" mc” ma'" 1 1 1 1
> = n N n
b+U+C+b+(1+C/2m<b +c +a )

Woystarczy teraz dodad stronami powyzszg nieréwnos¢ oraz nieréwnosé (*).



Zadanie 10.
Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 oraz liczb dodatnich a, b, ¢ spetniajgcych
warunek abc = 1, zachodzi nieréwnosc¢:

a'+1 Jrb’”rl c"+1
a+1 b+1

Rozwigzanie

Dla liczby dodatniej x zachodzi nieréwnos¢:

xll+1
x+1

xn—l +1
2 ’

=

co Czytelnik zechce uzasadnic¢. Zatem:
ey a1  b"+1 | "+1
S N T
Na podstawie nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng mamy:

n—1 n—1 n—1
+ + — - - = =
= b3 C—>3a" b e T = (abe) T =31 = 1L

L n—1 n—1 n—1
c+1 >2(Cl +b +c +3).

Stad i z nieréwnosci (**) wynika zgdana nieréwnos¢.



