szkic rozwigzania — Lech Foksa
Liczby i katy
Zadanie 1.

Udowodnij, ze dla wszystkich liczb catkowitych X, warto$¢ wyrazenia:
x? - 6x7 + 9x° - 4x3

jest doktadna wielokrotnoscig liczby 8640.

Rozwigzanie

Niech f(x) = x° - 6x” + 9x° - 4x3. Rozkfadajac na czynniki f(x), mamy:
f(x)=x3-(x+1)2-(x-1)2-(x+2)" (x-2).
Jezeli x = 3p, wtedy f(x) jest podziela przez (3p)® = 27 - p3

Jezeli x = 3p + 2, wtedy f(x) jest podziela przez (3p + 3)%- (3p) =27 p - (p + 1)%. Zatem, f(x) jest
zawsze podzielna przez 27 .... (i)

| ponownie, f(x) = x? (x* - 1) - g(x), gdzie:
gx)=(x+2)-(x+1)-x-(x-1)(x-2).

Poniewaz f(x) jest podzielna przez iloczyn pieciu kolejnych liczb catkowitych, to z tego wynika, ze f(x)

musi zawsze by¢ podzielne przez 5 ....(ii)

Jezeli X jest parzysty, wtedy x = 4p lub x = (4p + 2)

Dla x = 4p, f(x) jest podzielne przez (4p)3 - (4), tak wiec f(x) jest podzielne przez 256.

Dla x = 4p+2, f(x) jest podzielne przez 128 - (2p + 1)3 - p(p + 1), tak wiec f(x) jest podzielne przez
128 -2 = 256.

W takim razie f(x) jest podzielne przez 256, oraz f(x) jest parzyste.
Jezeli X jest nieparzyste, wtedy x?—1 jest podzielne przez 8. Niech (x?- 1)/8 = M. Nastepnie piszemy:
f(x) =x3+ (x2-1)2- (x*-4),
i zauwazmy, ze:
f(x) jest podzielne przez 64 - M?,
tak wiec f(x) jest podzielne przez 64, zawsze gdy X jest nieparzyste. Zatem, f(x) jest zawsze podzielne
przez 64 ....(iii)

taczac (i), (i), (i), widzimy, ze ogdlnie rzecz biorgc f(x) jest doktadng wielokrotnoscig najmniejsze;j
wspdlnej wielokrotnosci (27, 5, 64) = 8 640.



Zadanie 2.
Udowodnij, ze w tréjkacie ostrokatnym: sin(A) + sin(B) + sin(C) > 2.
Rozwigzanie

Kazdy z katéw ABC (lub B), BCA (lub C) oraz CAB (lub A) w tréjkacie ABC jest ostry. Odpowiednio do
tego srodek okregu opisanego (o $rodku E), musi leze¢ wewnatrz tego tréjkata. Niech X, Y oraz Z
odpowiednio oznaczajg punkty srodkowe BC, CA oraz AB. Wynika z tego, ze E musi by¢ potozony
wewnatrz jednego z czworobokéw BCYZ, CAZX, lub ABXY.
Mozemy zatozyé, ze E jest potozony wewnatrz BCYZ.
Niech R bedzie dtugoscig promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wtedy:

2R = BE+EC

AB AC
Poniewaz tréjkaty AZY oraz ABC sg podobne, przy czym BZ = — 7 oraz AY = P to musi zachodzic:

7y =25
2

Mozna zatem tatwo wykazaé, ze:

BE+EC<BZ+2ZY+YC=2

- (AB + BC + AC)

2
lub
2R < R+ (sin A + sin B + sin C), zgodnie z twierdzeniem sinusow.
lub
sinA+sinB+sin C> 2.
Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie mozliwe liczby pierwsze p takie, iz kazda wartos¢ p-8,p-4,p+8orazp+12

jest takze liczbg pierwsza.

Rozwigzanie

Tylko p = 11 spetnia wymagania problemu.

Wyjasnienie:
Zastgpmy p - 8 = q, czyli:

(p-8, p-4, p+8, p+12) = (q, q+4, q+16, q+20)
- Jezeli g (mod 3) = 0, wtedy q nie jest liczba pierwszg, chyba, ze q = 3.

-Jezeliq (mod 3) = 1, wtedy g + 20 jest podzielne przez 3, czyli jest wartoscig ztozong (rozktadalng na
czynniki pierwsze). Stanowi to sprzecznos¢.

- Jezeliq (mod 3) = 2, wtedy kazde z g + 4 oraz g + 16 jest podzielne przez 3, czyli obie sg wartosciami

ztozonymi (rozktadalnymi na czynniki pierwsze). Stanowi to sprzecznosc.

Stosownie do powyzszego q = 3, tak wiec p - 8 = 3, czyli p = 11 jest jedynym mozliwym rozwigzaniem
problemu.



