szkic rozwigzania - Witold Bednarek

Nie tylko catka
Zadanie 1.

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej m =1 zachodza nieréwnosci:
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Rozwiazanie
Zastosujemy nierownos¢ ! ! ! b

ma—+1 +ma+2+‘”+mb <ln5'

dla naturalnych b > a > 0 oraz m > 0, podana w opracowaniu II. Nieréwnosé z utamkami z Nie tylko dla ortéw (13).

(a) Mamy a=1, b=2 i korzystamy z faktu, ze ln% =1n2 = 0,6931 < %

(b) Mamy a=2, b=3 i korzystamy  faktu, ze In 2 = In1,5 ~ 0,4055 < 1.
(c) Mamy a=1, b=23 i korzystamy z faktu, ze lng =In3 = 1,0986 < 1%.

(d) Mamy a=2, b=15 i korzystamy z faktu, ze ln% =1In2,5=0,9163 < 1.

Zadanie 2.

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej m =1 zachodza nieréwnosci:
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Rozwigzanie

Zastosujemy nierownosc:

1 1 1 b 1
mat mar T e > (2 )

dla tych samych par a, b co w poprzednim rozwigzaniu. Mamy:

@mn(Z+-L)=in(2+L)>m2~06031 >3,

(b) ln<%+%>= ln(%—l— A )> In1,5~ 0,4055 > %,
@n(2+-L)=1n(3+1)>1m3~1,0086 > 1,

) 1n(§+%) = ln<2,5 +%) > 12,5~ 0,9163 > 5.
Zadanie 3.

Uzasadnij, ze:

1
fﬂdx=%
0

Rozwiazanie

Krzywa o réwnaniu x>+ y*=1 dla x,y € <0, 1 > przedstawia ¥ okregu o érodku w poczatku uktadu wspétrzednych w I éwiart-
ce.Stad y =1 — x* dla x,y € <0, 1>. Z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej wnosimy, ze:



1
f\/l —x*dx
0

jest polem jednej czwartej kota o promieniu 1.

Uwaga
Dla poréwnania podajemy drugi (bardziej skomplikowany) sposdb rozwigzania:

1
1
f\/l —xtdx = [%(x\/l —x*+ arcsinx)]o = %(arcsinl —arcsin0) = %(% - O) = %
0

Zadanie 4.

Niech ¢> 0 i £:{0,c¢)— {0,00) bedzie funkcja ciagta i rosnaca oraz f0)=0. Niech a € {0,¢)ib € {0,f(c)) oraz g bedzie
funkcja odwrotna do f, tzn. g(ﬂx)) = x dla x€ <0, a>. Wykaz nieréwnoé¢ Younga:

a b
ff(x)dx+/g(x)dx>ab.
0 0

Rozwigzanie

Skorzystamy z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej. Rozwazmy wykresy funkcji y=75(x) i x=g(y) w tym samym ukta-

dzie wspétrzednych, poréwnujac sume dwéch pél pod wykresami funkcji fi g z polem prostokata o wymiarach axb.
Mozliwe sg dwa przypadki:

y={ly
b
S =faf(x)dx, Sz=fg(y)dy=fg(x)dx.
0 0 0

Zauwazmy, ze S;+ S, = ab (pole prostokata).

Zadanie 5.

Niech 0 <a<b i f(x)=x" (n € N). Znajdz takie ¢ € (a,b), ze:

ff(x)dx =(b—a)-f(c).

Rozwiazanie

Mamy kolejno: b
fx”a’x =(b—a)c",

0
1 n+lh_(b_ n
T =6-ae
L(bnﬁ'l_ n+1):(b_ ) n
n+1 a alc
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Zadanie 6.

Korzystajac z opracowania Stafa Eulera i jej uogdlnienie, za pomoca komputera znajdz przyblizone wartosci statych Y, dla:

L -l =2
=3, =7, =3
Rozwigzanie
Przyblizone wartosci statych ¥, wyznaczone przy pomocy programu komputerowego Wolfram Alpha, dla n= 1000:
YL =0,5 vl =0,54, y2 =0,552.

Zadanie 7.

Niech 0 <a<b oraz k € (0,1). wykaz, ze:

(O — g ) p =g = (1= k)b —a).

Wskazéwka: skorzystaj z nieréwnoéci Schwarza dla catek i funkcji f(x) = x7 iglx)= x‘f dla k> 0.

Rozwigzanie

Mamy kolejno:

b 2 b b
(fldx) < [ adx- [ xtax,

a a

b b
([X]Z)Z <[1 'li'k 'xkﬂ]a'[l lk ‘xl_k]a,

(b—a) < 11Tk-(b"“ — ak“).llTk,(blfk_alfk),

(b—a)l < (B =g (B R — g1 ),

11—k

skad wynika zadana nieréwnos¢.

Zadanie 8.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby nieujemnej ¢ zachodzi nierownos¢:

ete'=r+2.

Rozwigzanie

k _k t
Potézmy f(x) =x2ig(x)=x 2dlax<ERoraza=0ib= > Mamy:
t t

z
./g(ex.e—X)dx </262xdx-/ezxdx.
0

0 0

Stad kolejno otrzymujemy:

() < (3¢ - %60)'(—%@”%6“)'

(4-of <l 44+



§<£M—UFW+U, /4
£<(ed—1)(=e'+1),
rF<e (=e)te+(=1)(—e")—1,
F<—e"+e+e'—1,
F+2<e+e

Uwaga

Podana nieréwnoé¢ jest réwniez prawdziwa dla ujemnych ¢ (wystarczy w miejsce ¢ >0 podstawi¢ (—17) < 0, otrzymujac taka sama
nieréownos¢ (dlaczego?).

Zadanie 9.
1

. 1
Oblicz przyblizong wartosc¢ catki f R dx, stosujac wzory (2), (3), (4), zawarte w opracowaniu Uogdlnienie wzoru Simp-
sona.

Rozwigzanie

Podana catka wyraza sie przez funkcje elementarne:

1 1
1 1 (x+1)2 2x—1 1 4 1 V3 <1 1 1 <—\/3>)
of . 1d [61 1 h3 arctan 3 } —<6ln1 ﬁ3 arctan 3 6ln1 3 arctan 3 =
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n2 _\F

= T ~ 0,231033 +0,6045998 = 0,8356331

Pozréwnaj z otrzymanymi przez Ciebie obliczeniami przyblizonymi wedtug wzoréw: (2), (3), (4).

Ad. (1) 0,8383926.
Ad. (2) 0,8425925.
Ad. (3) 0,8353916.



