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Jacek Kredenc - szkic rozwigzania
Proste rozwigzania
Zadanie 1. Znajdz po piec par liczb naturalnych spetniajgcych réwnania:
x2 =2y =1b)x?—-3y?2=1c¢)x?-5y%? =1
Rozwiazanie
Jednym z rozwigzan jest para (x; y) = (3; 2)
Drugie rozwigzanie znajdziemy podnoszac wyrazenie (3 - 2\/5) do kwadratu
(3-2v2) =9-12VZ+8=17—12V2
Nastepnym rozwigzaniem jest (x;y) = (17;12)
(17 — 12v2) - (3 — 2v2) = 51 — 34vV2 — 36v2 + 48 = 99 — 70v2
Trzecig parg jest (x;y) = (99;70)
(99 — 70v2) - (3 — 2v2) = 297 — 198V2 — 210V2 + 280 = 577 — 408V2
Czwarta parato (x; y) = (577;408)
(577 — 408v2) - (3 — 2v/2) = 1731 — 1154v2 — 1224V2 + 1632 = 3363 — 23782
Pigta para to (x; y) = (3363;2378)
Jednym z rozwigzan jest para (x;y) = (2;1)
Drugie rozwigzanie znajdziemy podnoszac wyrazenie (2 - \/§) do kwadratu
(2-V3) =4-4V3+3=7-43
Nastepnym rozwigzaniem jest (x;y) = (7;4)
(7-4v3)-(2-V3)=14-7V3-8V3+12 =26 — 15V3
Trzecig parg jest (x;y) = (26; 15)
(26 —15v3) - (2 —V3) = 52 — 26v/3 — 30vV3 + 45 = 97 — 56V/3
Czwarta para to (x; y) = (97;56)
(97 =56v3) - (2 —V3) = 194 — 97v/3 — 112V3 + 168 = 362 — 2093

Pigta para to (x; y) = (362;209)
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Jednym z rozwigzan jest para (x; y) = (9; 4)

Drugie rozwigzanie znajdziemy podnoszac wyrazenie (9 - 4\/5) do kwadratu

(9 —4v5)" =81 —72V5 + 80 = 161 — 725
Nastepnym rozwigzaniem jest (x; y) = (161;72)
(161 — 72V5) - (9 — 4V5) = 1449 — 6445 — 648V/5 + 1440 = 2889 — 1292V5
Trzecig parg jest (x; y) = (2889;1292)

(2889 — 1292V5) - (9 — 4V/5) = 26001 — 11556V5 — 11628v/5 + 25840
= 51841 — 23184V5

Czwarta parato (x; y) = (51841;23184)

(51841 — 23184V/5) - (9 — 4V5) = 466569 — 207364V5 — 2086565 + 463680
= 930249 — 416020V5

Pigta para to (x; y) = (930249;416020)

Zadanie 2. ZnajdzZ rozwigzanie w liczbach naturalnych nastepujacych réwnan Pella:
x2—6y?=1b)x?2—7y?2=1c)x>—-8y? =1;d)x? +61y> =1e)x? —-67y%2 =1
Rozwigzanie

x2 -6y =1

Jedng z tréjek bedacych rozwigzaniem réwnania x? — 6y? = k jest (3; 1; 3). Drugg trojke

zadamy algebraicznie (m; 1; m? — 6). Wéwczas
x,=3m+6;, y,=3+m; k;=3(m?-06)

Mamy wdéweczas

<3m+6>2 6<3+m)2_m2—6
3 3 -3

m2-6

Dla m=3 =1

(x1; y15 k1) = (5:2; 1)
Réwnanie to spetnia para (x;y) = (5;2)

x2 -7y =1



Jedna z tréjek bedacych rozwigzaniem réwnania x? — 7y? = k jest (3; 1; 2). Druga tréjke
zadamy algebraicznie (m; 1; m? — 7). Wéwczas

x,=3m+7, y,=3+m; k;=2(m?*-7)

Mamy woéwczas

<3m+7>2 7(3+m)2_m2—7
2 2 T2

m2-7

Dla m=1 = -3

=1

(x1; ¥15 k1) = (8;3; 1)
x?—8y?=1

Jedng z tréjek bedacych rozwigzaniem réwnania x2 —8y? =k jest (3; 1; 1). Czyli
rozwigzaniem roéwnania jest para (x;y) = (3; 1)

x2+61y?=1

Jedng z tréjek bedacych rozwigzaniem réwnania x? — 61y? = k jest (8; 1; 3). Druga tréjke
zadamy algebraicznie (m; 1; m? — 61). Wéwczas

x,=8m+61;, y;=8+m; k; =3(m?-61)

Mamy wdéweczas

<8m + 61)2 ‘1 (8 + m)z _m?—61

3 3 3
m2-61
Dla m=1 o —-20
2_
Dlam=22"% — _19
2_
Dla m=4 = o1 _ —-15
2_
Dla m=52 361 =12
2_
Dlam=7Z 361 = —4
2_
Dla m=8 = 361 =1
2_
Dla m=10 = 3 1= 13



(x1; y15 k1) = (39;5;,—4)
Szukamy nastepnej trojki

x, = 39m + 305; y, = 39 + 5m; k, = —4(m? — 61)

_39m+305_ _39+5m_k _m2—61
2_
Dlam=12 461 = —15
2_
Dla m=3 2 461 =13
Dla m=5 mi=61 _ -9
4
2_
Dla m=7 = 81— -3
4
2_
Dla m=9 Z 81— 5

Wyznaczamy nastepna tréjke

X3 = 164m + 1281; y; = 164 + 21m; ks = —5(m? — 61)

_ 164m + 1281 _ 164 + 21m i _m2—61
x3 - 5 ) y3 - 5 ) 3 — 5
2_
Dla m=1 = o1 _ —-12
2_
Dla m=4 = 1 _ -9
2_
Dla m=6 = 1 _ -5
2_
Dla m=9 = o1 _ 4

Szukamy nastepnej trojki
x4 = 453m + 3538;y, = 453 + 58m; k, = 5(m? — 61)

453m + 3538 453 + 58m m? — 61
X4=—5 }}’4=—5 }k4=—5

m2-61 _

Dla m=1 - =-12




Dla m=4 = o1 _ -9
Dla m=6 = 81— -5
Dlam=9 = 81— 4

Liczymy dalej

xs = 1523m + 11895; ys = 1523 + 195m; ks = 4(m? — 61)

1523m + 11895 1523 + 195m m? —61
S S
Dlam=12=% = _15
Dlam=31"% = _13
Dlam=5""%1 - 9
Dlam=7 ™=%1 — _3
Dlam=9 2= = 5

X5 = 5639, Vs = 722, k5 =-3
Liczymy dalej

Xg = 5639m + 44042; y, = 5639 + 722m; kg = —3(m? — 61)

5639m + 44042 5639 + 722m (m? — 61)

Xe = 3 13’6:—3 ikez—_3
Dla m= 1M=20
Dla m= 2M= 19
Dla m= 4(m_—61)= 15
Dla m= 5M= 12
Dla m= 7(m—61)=4



(m2-61) __

Dla m=8 1

(m2-61) __

Dla m=10 13

Zastosujmy teraz sztuczke polegajgca na tym, ze otrzymang tréjke pomnozymy przez siebie.
Wodwczas

x = 297182 + 61 -3805% = 1766319049
y =2-29718-3805 = 226153980
k=1
Czyli rozwigzaniem réwnania jest para (x; y) = (1766319049; 226153980)
x2—-67y2=1
Niech trojka wyjsciowa bedzie tréjka (xq; vo; ko) = (9;1; 14)

Woéwczas (xq; yq1; k1) = (9m +67;9 + m; 14(m? — 67)), wiec

9m + 67 9+m_m2—67
14 14 7 14

(x5 y15 ky) = <

m2-67

Dla m=5 = -3

m2-67
14

Dla m=19 =21

W takim razie
(x1; y15 k1) =(8;1; =3)
Generujemy drugg tréjke

(25 y2; k) = (8m + 67;8 + m; —3(m? — 67))

Czyli
Gt vos k) = 8m+67_8+m_m2—67
x2’ }’2» 2) — 3 ) 3 ) _3
2_
Dla m=1 m_ 67=22
2_
Dlam=4 = 67=17



m2-67

Dla m=7 =6

m2—67

Dla m=10 =-11

(x2; Y25 k2) = (41;5; 6)
Generujemy nastepna tréjke

(x3; y3; k3) = (41m + 335; 41 + 5m; 6(m? — 67))

Czyli
( k) = 41m + 335 41+ 5m m? —67
X3; Y35, K3) = 3 ; 6 ; 7
Dla m=5 72287 = _7
Dlam=11"2% = g

(x3; y35 k3) = (90;11; =7)
Nadal generujemy

(%45 Y5 ko) = (90m + 737;90 + 11m; —7(m? — 67))

Czyli
i v ke )_90m+737_ 90 + 11m m? — 67
Xay Ya, Kg) = 7 ; 7 ; —
2_
Dlam=2"—"=9
2_
Dla m=9 m_767 =2
2_
Dlam=16 2= — _27

-7
(xX4; Va5 ka) = (221;27; =2)
Generujemy dalej

(xs; ys; ks) = (221m + 1809; 221 + 27m; —2(m? — 67))

Czyli

221m + 1809 221 +27m. m? — 67)

(xs5; ¥s; ks) = < 5 ; > ; )



2_

Dlam=1""% = 33
2_

Dlam=3 "= = 29
2_

Dla m=5"—>" = 21
2_

Dla m=7 m_267 =9
2_

Dla m=9 m_267 = -7

2_
Dla m=11 "= = —27

(xs; ¥s; ks) = (1899;232; —7)
Generujemy dalej

(x6; Vi ko) = (1899m + 15544; 1899 + 232m; —7(m? — 67))

1899m + 15544 1899 + 232m m? — 67
(x6; Vo5 ko) = 7 ; 7 T o

m2-67 _

Dla m=5 =6
7

m2-67
-7

Dla m=12 =-11

(X6; Vo5 ke) = (3577;437;6)
Generujemy nastepna trojke

(x7; y7; k7) = (3577m + 29279;3577 + 437m; 6(m? — 67))

(s i k) = 3577m + 29279_ 3577+437m_ m? — 67
x7r J’7' 7) — 6 ) 6 ) 6
2_
Dla m=12 667 =11
2_
Dlam=7 = &7 — -3
6
Dla m=13 mio67 _ 17

(x7; ¥7; k;) = (9053;1106; —3)
Generujemy dalej

(xg; ¥g; kg) = (9053m + 74102; 9053 + 1106m; —3(m? — 67))



9053m + 74102 9053 + 1106m m? — 67)

(xg; Vg5 kg) = < 3 ; 3 ; 3

m2—67

Dla m=2 =21

m?-67

Dla m=5 o 14

Dla m=8 =1

m2—67

(xg; yg; kg) = (48842; 5967;1)
Rozwigzaniem naszego réwnania jest para

(x;y) = (48842; 5967)



