Szkice rozwigzan, Jacek Kredenc

Nie do rozwigzania

Zadanie 1. Niech f(x) = cos(x) + cos(ax) dla x € R. Wykaz, ze jesli funkcja f jest okresowa,
to liczba a jest wymierna.

Rozwiazanie:
Niech T (T # 0) oznacza okres funkcji f. W szczegdlnosci
f(T) = £(0), czyli
cosT +cosal =cosO0O+cosa-0=cosO0O+cos0=1+1=2

Stad cosT =1 i cosaT =1 (dlaczego?). Zatem T = 2km i aT = 2ln, gdzie k, | sg liczbami
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catkowitymi i k # 0. W konsekwencji a = a? = 2k_7:r =l jest to liczba wymierna.

Zadanie 2. Niech a,,a,,:,a, (n = 2) bedg liczbami rzeczywistymi réznymi od zera.
Okreslamy funkcje:

f(x) ={a;x} + {ax} + -+ {a,x} dlax € R.

Wykaz, ze jedli funkcja f jest okresowa, to liczby a4, a,, -+, a,, sg parami wspétmierne, czyli Z—Jl
jest liczbg wymierng dla kazdych i,j = 1,2, .-+, n.

Rozwiazanie:

Niech T(T # 0) oznacza okres funkcji f. W szczegdlnosci

f(T) = £(0), czyli

(@7} + (T} + -+ {anT} = {ay - 0} + {a - 0} + =+ {a - 0} = {0} + {0} + - + {0}
=0+0+--+0=0

Skoro {t} = 0 dla dowolnego t € R, to musi by¢:
{a, T} =0i{a,T}=0i..i{a,T} =0

Zatem ;T =m,; dla i = 1,2,---,n gdzie m; sg liczbami catkowitymi réznymi od 0. W

konsekwencji R ﬂjest liczbg wymierng dla kazdych i,j = 1,2,---,n
a; ajT m;

Zadanie 3. Niech a, b, ¢, h,, hy, h., S 0znaczajg odpowiednio: dtugosci bokdw, wysokosci i pole
tréjkata. Wykaz, ze:



(a® + b% + c?) - (h2 + h? + h?) > 36S*
Rozwiazanie:

Na mocy nieréwnosci Schwarza mamy

Ja?z+b?+c?- /h5+h§+h§zaha+bhb+ch6=25+25+25=65

Woystarczy teraz podnie$¢ obie strony nieréwnosci (dodatnie) do kwadratu

Zadanie 4. Niech aq,a,,-,a, > 0ip >q > 0(p,q € N). Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé
miedzy $rednimi potegowymi:

PlaP+aP +--+ad? a4+ a?+ -+ a7
a,; +a, + +an> a, +a, +--+a,

n n

Rozwigzanie:

P
Rozwazmy funkcje f(x) = x4 dlax € (0, ). Poniewais > 1, to f jest funkcjg wypuktg w doét.

Stosujac twierdzenie Jensena mamy nierdwnos¢
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Dla uq,uy, -+, u, > 0. Podstawmy u;, = a,z dlak =1,2,--,n. Wtedy mamy nieréwnos¢
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Woystarczy teraz podnies obie strony nierownosci (dodatnie) do potegi o wyktadniku %.

Zadanie 5. Niech aq,a,,:,a, > 0. Wykaz, ze zachodzi nieréwnos¢ miedzy $rednig
geometryczng a Srednig harmoniczna:
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Rozwigzanie:

Przyjmujemy w nieréwnosci Couchy’ego u;, = ai dlak =1,1,--,n. Wtedy
k
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Skad wynika zgdana nieréwnosc¢.

Zadanie 6. Niech g(x) = D(x?) dla x € R, gdzie D jest funkcjg Dirichleta. Czy funkcja g jest
okresowa?

Rozwiazanie:

Przypusé¢my, ze funkcja g jest okresowa i oznaczmy przez T(T # 0) jej okres. Mamy wtedy
glx+T)=g(x)dlax €R, czyli

D((x+T)?) =D(?) dlax €R
1. Podstawmy x = 0. Wtedy D(T?) = D(0), czyli D(T?) = 1, skad
T?eWwW

2. Podstawmy x = 1. Wtedy D((1 + T)?) = D(12), czyli D(1 + 2T + T?) = D(1), a wiec
D(1+ 2T +T?) =1, skad 1 + 2T + T? € W. Stad i z wniosku poprzedniego otrzymujemy,
ze

Tew
3. Podstawmy x = /2. Wtedy D ((\/E + T)Z) =D ((\/E)z), czyli D(Z +2V2T + TZ) =

D(2), awigc D(2 + 2v2T + T?) =1, skad 2 + 2V2T + T? € W. To jednak jest sprzeczne z

warunkami wyprowadzonymi powyzej, gdyz liczba v/2 jest niewymierna.

Odp.: Funkcja g nie jest okresowa.



